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VPLIV ORIENTACIJE ROBNIH

POGOJEV NA VELIKOST UKLONSKIH
SIL HOMOGENIH ELASTICNIH STEBROV
INFLUENCE OF THE END-SUPPORTS
ORIENTATION ON MAGNITUDE OF THE
BUCKLING LOAD OF HOMOGENEQOUS
ELASTIC COLUMNS

Povzetek

V ¢lanku je predstavljen analiti¢ni postopek za dolocitev velikosti uklonskih sil homogenih elasti¢nih stebrov. Novost predstav-
ljienega postopka je vtem, da omogoca uklonsko analizo tudi za stebre, ki niso podprti v smereh glavnih vztrajnostnih osi prec¢-
nega prereza. Simo-Reissnerjev model prostorskega nosilca je uporabljen kot matemati¢ni model stebra. Tako je za dolocCitev
velikosti uklonskih sil stebrov poleg upogibnih deformacij upostevan tudi vpliv osnih in striznih deformacij. Postopek za dolo-
¢itev velikosti uklonskih sil stebrov pa je zasnovan na izsledkih Kellerja. Ta je dognal, da so kriticne toc¢ke nelinearnega sistema
navadnih diferencialnih enacb identi¢ne kriticnim tockam pripadajoega lineariziranega sistema diferencialnih enacb. Ker pa
predstavljajo kriticne to¢ke Simo-Reissnerjevega matematicnega modela stebra uklonske sile stebra, so s predstavljenim ana-
liticnim postopkom velikosti uklonskih sil elasti¢nih stebrov to¢no dolocene. Uporabnost predstavijenega postopka je v &lanku
predstavljena s parametri¢no Studijo vpliva orientacije robnih pogojev na velikosti uklonskih sil elasticnih homogenih stebrov.
Ugotovljeno je bilo, da orientacija robnih pogojev bistveno vpliva na velikosti uklonskih sil stebrov. So pa te vedno vecje od dobro
znanih Eulerjevih uklonskih sil stebrov.

Kljuc¢ne besede: uklon stebrov, Simo-Reissnerjev model prostorskih nosilcev, elasti¢nost

Summary

This article presents an analytical procedure for determining the magnitudes of the buckling loads of homogeneous elastic
columns. The novelty of the proposed procedure lies in its ability to perform buckling analysis also for columns with supports not
aligned with the principal axes of inertia of the cross-section. The Simo-Reissner spatial beam model is used as the mathema-
tical model of the column. In addition to bending deformations, the influence of axial and shear deformations is therefore also
taken into account when determining the buckling loads of the columns. The procedure for determining the buckling loads is
based on Keller's findings, which state that the critical points of a nonlinear system of ordinary differential equations are identi-
cal those of the corresponding linearized system. Since the critical points of the Simo-Reissner mathematical model correspond
to the buckling loads of the column, the presented analytical procedure enables the exact determination of the buckling loads
of elastic columns. The applicability of the proposed procedure is demonstrated by a parametric study of how the orientation
of boundary conditions affects the magnitudes of the buckling loads of homogeneous elastic columns. It was found that the
orientation of the boundary conditions significantly affects the magnitudes of the column buckling loads. However, these loads
are always greater than the well-known Euler buckling loads of columns.

Key words: buckling, Simo-Reissner beam model, elasticity
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1 UVOD

Stebri so eni najpomembnejsih konstrukcijskih elementov
gradbenih konstrukcij. Pogosto je porusitev gradbene kon-
strukcije kot celote posledica iz&rpane nosilnosti stebrov. Zato
je razumljivo veliko zanimanje strokovnjakov in znanstvenikov
za pojave, povezane z nosilnostjo stebrov. Steber lahko doseze
svojo nosilnost na dva prevladujo¢a nacina. Pri prvem, ki ga
opazimo predvsem pri ¢Cokatih stebrih, je nosilnost povezana
predvsem z njegovimi materialnimi lastnostmi. Nosilnost ste-
ber doseze, ko obremenitev stebra preseze trdnost materia-
la. Pri drugem nacinu pa nosilnost stebra dolo¢ajo predvsem
njegove geometrijske lastnosti. Tovrstni nosilnosti stebrov
pogosto pravimo uklonska nosilnost, tlacni sili, ki povzroci
uklon stebra, pa uklonska sila.

Zacetek uklonske analize stebrov povezujemo z Eulerjem. Ta
je izpeljal eksplicitne izraze za dolocitve velikosti uklonskih sil
stebrov v odvisnosti od tipa robnih pogojev. Zato danes te uk-
lonske sile stebrov imenujemo Eulerjeve uklonske sile. Vendar
kasnejsi eksperimenti niso v celoti potrdili pravilnosti izrazov za
Eulerjeve uklonske sile stebrov. Neskladje med eksperimental-
nimi in teoreti¢nimi rezultati je bila posledica vpliva geome-
trijskih in materialnih nepopolnosti stebrov in tudi nepopolne
centriranosti zunanje to¢kovne sile. Kljub zahtevnosti je ana-
liza uklonske nosilnosti stebrov dobro razvita (glej na primer
[Wang, 2004] ali [Timoshenko, 1961]). Zato jo vecina sodobnih
pravilnikov za projektiranje gradbenih konstrukcij priporoca
za dokaz uklonske nosilnosti stebrov, glej na primer SIST EN
1992-1-1:2005 [SIST, 2005], FprEN 1992-1-1:2022 [CEN, 2022] ali
FprCEN/TR 1993-1-102:2026 [CEN, 2026].

Ceprav se zdi, da je uklon stebrov v celoti raziskan, bomo v tem
¢lanku pokazali, da to ni res. Neraziskana je ostala analiza uk-
lonske nosilnosti za prostorske stebre, pri katerih je orientacija
robnih pogojev stebrov razli¢cna od smeri, ki jih dolo¢ajo glav-
ne vztrajnostne osi pre¢nega prereza stebrov. V tem c¢lanku
bomo prikazali nov analiti¢ni postopek za dolocitev velikosti
uklonskih sil tovrstnin homogenih elasti¢nih stebrov. Poleg
tega je novost predstavljenega postopka tudi to, da bomo veli-
kosti uklonskih sil stebrov dolocili tudi z upostevanjem striznih
deformacij. Zaradi teh novosti bomo izpeljane uklonske sile
stebrov imenovali posplosene Eulerjeve uklonske sile.

Clanek ima poleg uvoda $e tri poglavja. V drugem poglavju
predstavimo osnovne enacbe v materialni obliki Simo-Reiss-
nerjevega modela prostorskega nosilca. Nov analiti¢ni posto-
pek za dolocitev velikosti uklonskih sil homogenih elasti¢nih
stebrov predstavimo v tretjiem poglavju. S parametricno Stu-
dijo v Cetrtem poglavju predstavimo vpliv orientacije robnih
pogojev in striznih deformacij na uklonsko nosilnost stebrov. V
zadnjem poglavju v zgosceni obliki predstavimo bistvene ugo-
tovitve Clanka.

2 OSNOVNE ENACBE

Geometrijske spremembe prostorskih elasti¢nih stebrov in s
tem povezano dolocanje velikosti Eulerjevih uklonskih sil steb-
rov merimo v tockovnem evklidskem prostoru. Opazovalis¢e
inercialnega oziroma globalnega desnosu¢nega kartezijevega
koordinatnega sistema oznacimo z 0, pripadajoc¢e koordinat-
ne osi z xj, X3, X3, enotske in med seboj pravokotne in desno
orientirane bazne vektorje pa z e, e; e; = e; x e..

Trenutna lega stebra je v Simo-Reissnerjevem modelu dolo-
¢ena s teziS¢no osjo in druzino ravnih pre¢nih prerezov, ki so
“pripeti” na teziS¢no os [Simo, 1985]. Tezis¢na os stebra je pro-
storska krivulja, ki jo ozna¢imo z ry (x), druzino prec¢nih prere-
zov stebra pa opiSemo z vektorjem normale e, (x). Parameter
tezis¢ne osi x identificiramo s koordinatno osjo x lokalnega
krivoCrtnega koordinatnega sistema x,y, z. S Simo-Reissnerje-
vim modelom upostevamo v analizi tudi strizno deformiranje
stebrov, zato vektor normale e, (x) ni enak tangentnemu vek-
torju tezis€ne osi stebra e, (x). Ko oznacimo lego poljubnega
delca precnega prereza glede na tezisCe preCnega prereza z
vektorjem p(x,y,z), je trenutna lega poljubnega delca stebra
dologena s krajevnim vektorjem

r(xrylz) = xl(x'yJZ)el + xz(x,y,z)ez + x3(x,y,z)e3 =
rr(x) + p(x,y,2) = rr(x) + ye,(x) + ze,(x). M

V enacbi (1) vektorja e, in e, lezita v deformirani ravnini prec¢-
nega prereza, sta enotska in med seboj pravokotna. Tako sku-
paj z vektorjem normale e, (x) tvorita med seboj pravokotni in
desno orientiran trirob v tockovnem evklidskem prostoru, torej
e,=e,xe,.

V zaletni legi je teziSCna os opazovanega stebra premica,
pre¢ni prerezi pa so nanjo pravokotni. Vektor normale prec-
nega prereza tudi sedaj ozna¢imo z E,, sedaj pa je E.=E,, kjer
smo z E, oznacili enotski tangentni vektor tezis¢ne osi stebra.
Tudi v zaCetni legi izberemo lokalni koordinatni sistem z x, y, z.
Pripadajoce bazne vektorje lokalnega koordinatnega sistema
oznac¢imo z E, E, in E, = E, x E,. Zacetno lego poljubnega delca
stebra doloca krajevni vektor

R(x,y,2) = x)(x,y,2)e; + x3(x,y,2)e; + x3(x,y,z)es =
R7(x) + po(x,y,2)= Ry (x) + yE, + zE,, (2)

kjer smo z po (x,2), podobno kot v trenutni legi, oznacili rela-

tivho lego poljubnega delca precnega prerez glede na tezisc¢e
pre¢nega prereza, z Ry (x) pa teziS¢no os stebra v zacetni legi.

Lokalna koordinatna sistema smo v zacetni in trenutni legi
stebra izbrali tako, da koordinate x, y, z dolocajo isti delec v za-
¢etni in trenutni legi stebra. Brez izgube na splosnosti pa smo
izbrali tudi E,=e;, E,=e,, E,=e;.

Deformacijsko preslikavo stebra opisemo z vektorjem pomi-
kov tezis¢ne osi

ur(x) =rr(x) — Ry (x) = u;(x)eq + u(x)e; + uz(x)e; (3)

in rotacijskim tenzorjem Q(x) (Q" Q=I, det Q=1). Rotacij-
ski tenzor preslika bazne vektorje E, E, E, s prijemalis-
¢em pri Ry (x) v vektorje e, e, e, s prijemalis¢em pri r; (x).
torej e, (x) = Q(x) E, e, (x) = Q(x) E, in e, (x) = Q(x) E. [Simo, 1985]. S
poljem pomikov ur (x) in z rotacijskim tenzorjem Q(x) izrazimo
trenutno lego stebra z enacbo (slika 1)

1(x,y,2) = Rr(x) + ur(x) + yQ(x)E, + zQ(x)E,. (4)

Ravnotezne, kinematic¢ne in konstitucijske enacbe s pripada-
jo¢imi robnimi pogoji so za Simo-Reissnerjev model nosilca
oziroma stebra dobro znane [Simo, 1985]. Predstavimo jih v
materialni obliki in so:

x€(0,L)
I(x) = QT()ry(x) — Ey, (5)
RKx)=Q"0)Q'(x), KM@K(x) =0, (6)
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Slika 1. Deformacijska preslikava stebra je doloc¢ena z vek-
torjem pomikov uy (x) in rotacijskim tenzorjem Q(x)

Ny(x) + K(x) X N,(x) + P(x) =0, (7)
M (x) + K(x) X My (x) + (QT(x)r7(x)) X Ny(x) + M(x) = 0, (8)
N, (x) = ¢ (x), 9)

M, (x) = cxxK(x), (10)

kjer sta materialna operatorja pre¢nega prereza stebra cr in
cxx doloceni z matrikama

EA, 0 0
(crrz[ 0 GAs 0| (1)
0 0 GA
G, 0 0
ckx=| 0 ElL, ElL,| (12)
0 EL, EI

Poudarimo pa, da smo v matriki cx upostevali, da v sploShem
lokalni koordinati y in z nista glavni vztrajnostni osi pre¢nega
prereza.

V enaébah (5)-(12) oznacuje L zacetno dolzino stebra, I' in K (k
posevno simetri¢nemu tenzorju Ksmo dualni vektor oznadili s
K) sta deformacijski meri stebra, N, in M, sta vektorja notranjih
sil in momentov stebra ter P in M vektorja zunanje linijske in
linijske momentne obtezbe. Skalarne koli¢ine v matrikah (11)
in (12) predstavljajo dobro poznane materialne in geometrij-
ske karakteristike stebra, in sicer: E in G sta elasti¢ni in strizni
modul, A, je plos€ina preCnega prereza, A, je reducirana striz-
na plos¢ina pre¢nega prereza (glej npr. [Timoshenko, 1961] ali
[Cowper, 1966]), I, je polarni vztrajnostni moment, I,, deviacij-
ski vztrajnostni moment, I, in I, pa sta vztrajnostna momenta
glede na koordinatni osi y in z preCnega prereza stebra.

Sistem posplosenih ravnoteznih enacb stebra, kot enacbe (5)-
(12) v nadaljevanju imenujemo, sestavljajo navadne diferen-
cialne in algebrajske enacbe. Robne pogoje k diferencialnim
enacbam pa sestavljajo tako kinemati¢ni kot stati¢ni pogoji na
robovih stebra. Ti so med seboj vzajemni, torej velja, da tam,

ur(0) = uy, (13)
¢(0) = @, (14)
N.(0) — QT(0)F, =0, (15)
M.(0) - QT(0)M, =0 (16)
in pri x=L

ur(l) =uy, (17)
o) =g, (18)
N.(L) +QT(L)F, =0, (19)
M. (L) +Q"(L)M, =0, (20)

kjer smo rotacijski tenzor Q parametrizirali z rotacijskim vek-
torjem @(x)=¢: (x) ei+p: (x) ex+@s (x) es. Kot pa je dobro znano,
govorimo o uklonu stebra v primeru, ko je steber obtezen le s
toc¢kovno silo F,=-Fe; pri x =L in Ce je steber pri x =L pomicen v
vzdolzni smeri.

3 POSTOPEK ZA DOLOCITEV VELIKOSTI
UKLONSKIH SIL STEBROV

Splo$na resitev posplosenih ravnoteznih enacb (5)-(12) s pri-
padajoc¢imi robnimi pogoji (13)-(20) ni znana. Zato se zdi, da
tudi postopek za dolocitev to¢nih vrednosti uklonskih sil steb-
rov ni mogo¢. A kot bomo pokazali v nadaljevanju, je mogoc.
Omogocajo nam ga dognanja, ki jih je predstavil Keller [Keller,
1970]. Ta je pokazal, da kriticne to¢ke nelinearnega sistema
diferencialnih enacb sovpadajo s kriticnimi tockami pripada-
joCega lineariziranega sistema teh enacb. Kriticne tocke sis-
tema nelinearnih enacb (5)-(20) pa predstavljajo, kot vemo, v
nasem primeru uklonske sile elasti¢nega stebra.

Zaradi velje preglednosti predstavimo postopek reSevanja za
dolocitev velikosti uklonskih sil stebrov v dveh sklopih. V prvem
sklopu najprej dolo¢imo primarno ravnotezno lego stebra in
nato osnovni sistem enacb (5)-(20) s pripadajoCimi robnimi
pogoji okoli te lege lineariziramo. V drugem sklopu prikaza-
nega postopka za dolocitev velikosti Eulerjevin uklonskih sil
stebrov najprej linearizirani sistem diferencialnih in algebraj-
skih enacb resimo v eksplicitni obliki. To je tudi glavna no-
vost prikazanega analiticnega postopka za dolocitev velikosti
uklonskih sil stebrov. Nato z resitvami predstavimo Se zadnji
del postopka za dolocitev velikosti uklonskih sil elasti¢nih steb-
rov. Tu se osredotoc¢imo predvsem na orientacijo robnih pogo-
jev stebrov. Zanimajo nas predvsem stebri z robnimi pogoji, ki
niso predpisani v smereh glavnih vztrajnostnih osi pre¢nega
prereza stebrov.

3.1 Primarna ravnotezZna lega in
linearizacija

Primarna ravnotezna lega stebra je doloc¢ena z ravno tezis¢-
no osjo stebra in homogenim napetostnim in deformacijskim

stanjem. Ker je v primarni ravnotezni legi tezis¢na os stebra
ravna, je deformacijska preslikava dolo¢ena z izrazoma

kjer so predpisani kinematicni robni pogoji, ni stati¢nih. Robni ur(x) = w (e, (21)
pogoji stebra v splosni obliki so: 1 0 0

. Qx)=I=]|0 1 o (22)
pri x=0 0 0 1
Gradbe" Gradbeni vestnik
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Zaradi homogenega deformacijskega stanja stebra je

I'(x) = &,(x)E, - &, = konst. < 0, (23)
K(x) =0, (24)
ter zaradi homogenega napetostnega stanja tudi

N,(x) = Ny(x)E, —» N, = Konst.< 0, (25)
M, (x) =0, (26)

kjer je N,=-F in posledi¢no &=-F/(EA,). Vse druge fizikalne koli-
¢ine, razen u,, SO v primarni ravnotezni legi stebra enake nic.

Podroben postopek linearizacije enacb (5)-(12) s pripadajo-
¢imi robnimi pogoji (13)-(20) so v primarni ravnotezni legi
stebra predstavili Ko€man in sodelavci [Ko¢man, 2024]. Zato
v ¢lanku le povzamemo linearizirani sistem posplosenih
ravhoteznih enacb v primarni ravnotezni legi. Ko prirastke
fizikalnih koli¢in izrazimo s simbolom §(e), so te dolocene z
enacbami:

kinematiéne enacbe

8e,(x) — Suf(x) =0, (27)
8y (@) + (1= F/py 1893(0) — sus(x) = 0, (28)
81,00 = (1= F/p 4 160, (0) = 6us0) = 0, (29)
8, () = 85 () = 0, (30)

iy (x) — Sy (x) = 0, (31)

81, (x) — Sg3(x) = 0. (32)
ravnoteZne enacbe

8Ny (x) =0, (33)
5Q}(x) — Féic,(x) = 0, (34)
5Q5(x) + Fx, (x) = 0, (35)
SML(x) = 0, (36)
SM}(x) = Foy,() = (1= F /g )8Q,(0) =0, (37)
SMy() + Fy, () + (1= F/, )80,() = 0. (38)
konstitucijske enacbe

6N, (x) = EA,8e,(x), (39)
8Q, (x) = GAs6y, (x), (40)
8Q2(x) = GAsy, (%), (41)
M, (x) = GL.Sx,(x), (42)
My, (x) = E1, 6K, (x) + EL,,8k,(x), (43)
8M,(x) = EL,,8k,(x) + EI,6k,(x). (44)

Linearizirani sistem posplosenih ravnoteznih enacb stebra (27)-
(44) sestavlja sistem 18 diferencialnih in algebrajskih enacb za
prav toliko neznanih fizikalnih koli¢in. Med njimi je dvanajst
navadnih diferencialnih enac¢b prvega reda s konstantnimi
koeficienti. Splosna resitev teh enacb je dolo¢ena z dvanajsti-
mi konstantami, katere dolo¢imo s pomocjo lineariziranih sta-
ticnih oziroma kinematic¢nih robnih pogojev.

3.2 ResSevanje linearnega sistema
diferencialnih enacb

ReSevanje lineariziranih posplosenih ravnoteznih enacb steb-
ra je osrednja novost, ki jo predstavljamo v tem ¢lanku. Zato
v nadaljevanju to reSevanje detajlno predstavimo. Kot rec¢eno,
sestavlja linearizirani posplo$eni sistem ravnoteznih enacb
dvanajst medsebojno povezanih navadnih diferencialnih
enacb prvega reda s konstantnimi koeficienti. Metode za re-
Sevanje takSnega sistema enacb so v literaturi dobro znane
[Kreyszig, 1972]. Kljub temu pa postopek za dolocitev resitve
v eksplicitni obliki ni samoumeven. S tem namenom sledimo
pristopu, pri katerem povezan sistem diferencialnih enacb
prvega reda nadomestimo z nepovezanim sistemom diferen-
cialnih enacb visjega reda.

Ob upostevanju enacb (27) in (39) zapiSemo enacbo (33) v nas-
lednji obliki

EA8u) =0, (45)

podobno z upostevanjem enacb (30) in (42) zapiSemo tudi
enacbo (36) v obliki

GL,6¢7 = 0. (46)

Kot vidimo, sta diferencialni enacbi drugega reda (45) in (46)
med seboj neodvisni in tudi neodvisni od preostalih diferencial-
nih enacb. V nadaljevanju enacbo (37) preoblikujemo z uposte-
vanjem enacb (35), (41) in (43). Po kratkem ra¢unu dobimo

Sk + Uydiey + F/p ok, =0, (47)
y

kjer smo zaradi vecje preglednosti izraza vpeljali naslednji kon-
stanti

i —F+(1 F) (48)
in a= EA

I, GA,

Podobno preoblikujemo s pomocgjo enacb (34), (40) in (44) tudi
enacbo (38), dobimo:
U,6icy + oicf +F/p; 51, = 0. (49)

Z uporabo enacb (28), (32), (34), (40) in (47) dobimo eksplicitne
zveze med komponento pomika u; in deformacijo 6k, oziro-

ma zasukom 6¢s:
adk, = duy, (50)
adp; = Suj. (51)

Podobno dobimo tudi z uporabo enacb (29), (31), (35), (41) in
(49), eksplicitne zveze med dus in 8k, oziroma §¢»:

(52)
(53)

adx, = —6ug,
adp, = dus.
Ko vstavimo enachbi (50) in (52) v enacbi (47) in (49), dobimo
suy” — Uybuy” + k3éus =0, (54)
Suy" — U,suy"” + k2éuy =0, (55)

kjer smo s k, in k, oznacili standardna uklonska koeficienta.
Dolocena sta z enacbama

Ky =Fafg >0, (56)
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Diferencialni enacbi (54) in (55) sta Se vedno povezani, nepove-
zani sta le, ¢e je 1,,=0. Ker pa je nas cilj tvoriti nepovezan sistem
diferencialnih enacb tudi v primeru, ko [,,#0, moramo posto-
pek lo¢evanja enacb nadaljevati. Ko enacbi (54) in (55) Se dvak-
rat odvajamo po x, dobimo

ul® + c2suy" + b*ouy = 0, (58)
5ul® + c2ouy" + b2suy = 0, (59)
kjer smo vpeljali dve novi konstanti

2 _ (G + kD) /
¢ a-u,uy (60)

2 _ (K5 kD) / 61
b (1= U,U,) €D
Ker velja

L1, — I
0<1—UyUZ=(“ YZ)/”sL (62)
ylz

sta tudi ¢? in b? pozitivni realni Stevili, kar smo poudarili z zapi-
som v obliki kvadrata. Enacbi (58) in (59) pa sta Zze nepovezani.

Tako smo linearizirani sistem posplosenih ravnoteznih enacb
(27)-(44) nadomestili z nepovezanim sistemom diferencialnih
enacb visjega reda, z enacbami (45), (46), (58) in (59). Enac-
ba (45) dolo¢a komponento pomika v vzdolzni smeri stebra,
enacba (46) torzijski zasuk stebra. Le enacbi (58) in (59) dolo-
¢ata komponenti pomikov stebra, povezanih z upogibom in s
tem tudi z uklonom stebra. Zato se v nadaljevanju posvetimo
reSevanju teh dveh enachb.

Enacbi (58) in (59) sta po obliki popolnoma enaki in sedaj tudi
nepovezani. Zato je tudi postopek reSevanja obeh enacb po-
polnoma enak. Ko reSimo eno izmed njiju, poznamo resitev
druge. Eksponentna funkcija e je resitev diferencialne enacbe
(58) ali (59), Ce je p nic¢la karakteristicnega polinoma [Kreyszig,
1972]

p® + c?p* + b2%p? = p%(p* + c?p? + b?) = 0. (63)
Prva ni¢la polinoma (63) je dvakratna, torej p:=0 in p,=0, pripa-
dajoci partikularni resitvi pa sta e*=1 in xe®=x. Tako smo do-
loCitev nicel karakteristichega polinoma prevedli na dolocitev
nicel polinoma Cetrte stopnje. Njegove nicle pa doloCimo tako,
da polinom cetrte stopnje s substitucijo r=p? prevedemo na
polinom druge stopnje. Dolocitev nicel polinoma drugega
reda pa je zelo preprosta. Resitvi sta:
1

T2 = 2 (—c*+ \/5) (64)
Ker velja 0<(k?+k2)?<D, to pomeni, da c*>c*-4b*=D in c>+/D. Posle-
di¢no sta vrednosti ni¢el ry in r, vedno negativni realni Stevili in
preostale Stiri ni¢le karakteristicnega polinoma (63) predsta-
vljajo konjugirano kompleksna Stevila:

T34 = 4/ Inli = £sy, (65)
Ts6 = T/ |rpli = &s,i. (66)

Preostale Stiri partikularne resitve diferencialne enacbe (58) ali
pa enacbe (59) so ey ey ek ez Splosna resitev diferencial-
ne enacbe (58) oziroma (59) je sestavljena iz vsote partikular-

nih resitev in je izrazena s kompleksnimi koeficienti. Ker pa so
robni pogoji realni, resitvi (58)-(59) s pomocjo Eulerjeve formu-
le preoblikujemo v obliko z realnimi koeficienti:

Suy(x) =

Az + B;x + C, sin(s;x) + D, cos(s,x) + E, sin(syx) + F; cos(syx), (67)

Sus(x) =
A, + Byx + C, sin(syx) + D, cos(s,x) + E,, sin(s,x) + F, cos(s,x), (68)

kjerso A, B,,C,, D, E, F,, A, B, C,, D,, E,, F, sedaj realne integracijske
konstante. Resitvi (67) in (68) diferencialnih enacb (58) in (59)
smo izrazili s Stirimi dodatnimi integracijskimi konstantami E,,
F, E,, F,. Zato za njihovo dolocitev potrebujemo Se stiri dodatne
robne pogoje. Te predpiSemo na robu stebra pri x=0 in so:

buz” — Uyous"” + kZouz =0, (©9)
b0 = Up8us? + kgouy” = 0, (70)
Sug'" — Uyduy" + k2suy = 0, (71)
5ul® — U, 6ul® + kZsuy’ = 0. (72)

Ko z resSitvama (67) in (68) izrazimo dodatne robne pogoje
(69)-(72), dobimo za dolocitev dodatnih Stirih integracijskih
konstant sistem Stirih algebrajskih enacb

—U,syDy, — U, s;F, + (s; — k2sZ)D, + (sy — kZsi)E, =0, (73)
—U,syCy — U, spEy + (53— k2s3)C, + (s; — kZsg)E, =0, (74)
—UysyD, — Uy, sy F, + (sy — ki sPHD, + (s; — ki sZ)E, =0, (75)
—Uysy C, — Uysy E, + (s5 — k2s3)C, + (s —kis3)E, =0. (76)

Te v nadaljevanju izrazimo z osnovnimi integracijskimi kon-
stantami:

E =

y

Cysg(sp—ki)(sg —kZ)—C,kZ (sz —sZ2)siU, — C,s) U, U,
3 (kE—s2)(s2 — k2) + s2 55 Uy U, - 77

E, =

Dy s2y(s2 — k2 )(s — kZ)— D, k2 (sz — s2 )sZU, — D, sSU, U,
s2(kZ — s2)(s2 — k2) + s252 U, U, + (78)

E, =

C,s8(s2 — k2)(s? — k2)+ Cy k2s3 (s2 — s2)U, — C, s] Uy U, 79)
sy (sg — k2)(kE—s2) + sy s2U,U, ’

FZ =

D,s2(s2 — k2)(s? — k2)+ Dy kZs2(s2 — s2)U, — D, s§ U,U, (80)

sZ(sg — k2)(kZ—s2) + sy szU,U,

Ko sta lokalni koordinati y in z glavni vztrajnostni osi pre¢nega
prereza stebra, je s, =k, s, =k, in U, =U, = 0. Ker je tudi E,=F,=0 in
E,=F,= 0, se resitvi enacb (58) in (59) poenostavita v znano obli-
ko, to sta dobro znani enacbi za dolocitev velikosti uklonskih sil
standardnih Eulerjevih stebrov
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Su,(x) = A, + B,x + C, sin(k,x) + D, cos(k,x), (81)

duz(x) = A, + B,x + C, sin(kyx) + D, cos(kyx). (82)
Enacbi (81) in (82) sta reSitvi enacb (54) in (55), saj sta ze ti
zaradi U, =U, = 0 nepovezani. Predstavljata pa znani uklonski
enacbi.

Zadnji del predstavljenega postopka za tocno dolocitev veli-
kosti Eulerjevih uklonskih sil posplosenih Eulerjevih stebrov je
enak, kot ga poznamo pri standardnem postopku. Kljub temu
pa ga kratko predstavimo. Kot dobro vemo, z izrazom uklon
stebra povemo, da ima steber pri isti obtezbi ve¢ ravnoteznih
leg. Ena med njimi je primarna, t. i. lega z ravno tezis¢no osjo,
preostale pa so upognjene. Ker pa so vse ravnotezne lege
stebra dolo¢ene z enacbama (67) in (68) oziroma (81) in (82),
to pomeni, da so razlicne ravnotezne lege dolo¢ene z razlic¢-
nimi integracijskimi konstantami. Ker pa te dolo¢imo s po-
mocjo robnih pogojev, torej s pomocjo homogenega sistema
linearnih enacb, pretvorimo postopek za dolocitev velikosti
uklonskih sil stebrov na dolocitev netrivialnih resitev homoge-
nega sistema linearnih enacb.

Ko neznane integracijske konstante zdruzimo v vektor c¢ in
homogen sistem linearnih enacb zapisemo v obliki

Kc =0, (83)

so netrivialne resitve in s tem velikosti uklonskih sil prostorskih
stebrov s pogojem

detK = 0. (84)

Ko determinanto izvrednotimo, doloc¢ajo velikosti uklonskih
sil prostorskih stebrov resitev trigonometri¢ne enacbe. Ta ima
neskonéno resitev, najmanj$o med njimi pa imenujemo Euler-
jeva uklonska sila stebra. Praviloma trigonometri¢no enac-
bo (84) reSimo numeri¢no. Bisekcija ali Newton-Raphsonova
iteracijska shema sta primerni izbiri.

4 POSPLOSENE EULERJEVE UKLONSKE
SILE STEBROV

S predstavljenim analiticnim postopkom analiziramo vpliv
robnih pogojev na velikosti uklonskih sil elasticnih homoge-
nih stebrov. Tezis¢e analize so stebri, ki so podprti v smereh,
ki niso glavne vztrajnostne osi precnega prereza. Te stebre v
nadaljevanju imenujemo posploseni Eulerjevi stebri, velikos-
ti uklonskih sil teh stebrov pa posploSene Eulerjeve uklonske
sile. Kot izhodis¢e za predstavitev robnih pogojev obravnava-
nih stebrov izberemo robne pogoje standardnih Eulerjevih
stebrov. Te predstavimo v preglednici 1. Ozna¢imo jih s C-F,
P-P, C-P in C-C, kjer C pomeni vpeto (ang. clamped), F prosto
(ang. free) in P ¢lenkasto podporo (ang. pinned). Robni po-
goji standardnih Eulerjevih stebrov so lahko predpisani le v
glavnih vztrajnostnih oseh pre¢nih prerezov. V preglednici 1
jin prikazujemo za smeri, ki so dolo¢ene z ravninama z nor-
malama e; in es.

Resitvi diferencialnih enacb (58) in (59) sta enacbi (81) in (82).
V teh primerih moramo robne pogoje stebrov izbrati v smereh
glavnih vztrajnostnih osi pre¢nega prereza. Stebri se uklonijo
“ravninsko’, s tem neodvisno, in v smereh, ki ju dolo¢ata glavni

Robni pogoji v ravnini z normalo e

Robni pogoji v ravnini z normalo e;

Preglednica 1. Robni pogoji standardnih Eulerjevih uklon-
skih stebrov

vztrajnostni osi pre¢nega prereza. Prvi so to¢ne resitve za dolo-
Citev velikosti uklonskih sil elasti¢nih stebrov z upoStevanjem
osnih in striznih deformacij predstavili Flajs in sodelavci [Flajs,
2003]. Te so:

w?El
oy + By (Yaa, = Ypa) =" iy (65)

2
1 1 _m°El
Fra + B2 (Yga, = Ypa) =" "1z (86)
S pomocgjo kvadratnih enacb (85) in (86) dolo¢imo standardno
Eulerjevo uklonsko silo elastichega homogenega stebra, torej
pozitivno in najmanjso uklonsko silo stebra, z izrazom

For = min{Fcr,y' Fcr,z} . (87)
V enacbah (85)-(87) smo z L, oznacili standardno uklonsko dol-
Zino stebra, razen za steber C-P. Za ta steber moramo L, dolo-
¢iti posebej. Ce zanemarimo strig, je L, tudi za te stebre enaka
sploSno znani vrednosti, torej L,=0,699L.

Obravnavajmo sedaj stebre, za katere je resitev diferencialnih
enacb (58) in (59) dolo¢ena z enac¢bama (67) in (68). V tem
splosnem primeru koordinatni osi y in z nista glavni vztrajno-
stni osi pre¢nega prereza, tako tudi robnih pogojev stebrov
ne predpisujemo v glavnih smereh. Te stebre ozna¢imo s
S:(i=1,2,.,6), orientacijo pripadajocih robnih pogojev pa prika-
zujemo na sliki 2.

Na sliki 2 smo z n in { oznadili glavni vztrajnostni osi pre¢nega
prereza stebra, za kot a zavrteni koordinatni osi pa zy in z. Kot
receno, te stebre imenujemo posploseni Eulerjevi stebri, pripa-
dajoco najmanjso pozitivho vrednost uklonske sile pa posplo-
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Oznake in pripadajoci robni pogoji
posplosenih Eulerjevih stebrov

Si S Y z

S, CC CP

S, PP CF

Sy CC PP

n 9 Si CP PP
S5 CC CF

Yy Se CP CF

¢ z

Slika 2. Oznake in pripadajoci robni pogoji posplosenih
Eulerjevih stebrov S; (i = 1,2,...,6)

Sena Eulerjeva uklonska sila stebra, oznac¢imo jo z F..

Na koncu s parametri¢no studijo prikazemo Se kvantitativni
vpliv orientacije robnih pogojev na velikosti posplo$enih Euler-
jevih uklonskih sil elasti¢nih stebrov. Obravnavamo stebre z za-
¢etno dolzino L=500 cm in s pravokotnim precnim prerezom
a/b=15/10. Vztrajnostne momente pre¢nega prereza za koordi-
natni osi y in z izrazimo z glavnimi vztrajnostmi momenti z
enacbami (glej na primer [Stanek, 1989])

I, +1 L —1
1y=(’7+5)/2+(’7 ")/2c052a+1,,§sin2a=

I I I, — 1
(y + ()/2+(’7 z)/2c0520(,

(88)
I, = Uy + I()/Z — (I" - I()/Z cos 2a — Iy sin2a =
I, + 1()/2 - 1{)/2 cos 2a, (89)
L,=— (= I()/z sin 2a + Ly cos 2a = — (- 1;)/2 sin 2a. (90)

Vsi obravnavani stebri so betonski z modulom elasti¢nosti
E = 3284 kN/cm?, kar skladno s SIST EN 1992-1-1:2005 [SIST, 2005]
ustreza betonu trdnostnega razreda C30/37. Dodatno izberemo

Tip podpore:

Poissonovo $tevilo v =1/5 ter strizni modul G=E/(2 - 2v). V skladu
s priporocili Cowperja [Cowper, 1966] pa je strizni koeficient
pre¢nega prereza dolocen z izrazom ks=10(1+v)/(12+11v),
kar ustreza pravokotnemu pre¢nemu prerezu.

V preglednici 2 najprej predstavimo velikosti uklonskih sil stan-
dardnih Eulerjevih stebrov, in sicer za primer, ko vplive osnih in
striznih deformacij zanemarimo (&,=0, y,=0 y,=0), in za primer,
ko jih upostevamo (&,#0, y,#0 y,#0).

V preglednici 3 prikazujemo vpliv orientacije robnih pogo-
jev na velikosti uklonskih sil posplosenih Eulerjevih stebrov
Si(i=1,2...,6). Orientacijo robnih pogojev smo glede na smeri
glavnih vztrajnostnih osi pre¢nih prerezov dolocili s kotom a.
Tudi tu prikazujemo uklonske sile za stebre, ko =0, y,=0 y,=0, in
stebre, ko &0, y,#0 y,#0.

Ko primerjamo velikosti uklonskih sil med standardnimi in
posplosenimi Eulerjevimi stebri (primerjava uklonskih sil
stebrov v preglednicah 2 in 3), seveda ugotovimo, da so ve-
likosti uklonskih sil za a=0° oziroma za @=90° enake. To smo
v preglednici 3 poudarili tako, da smo vrednosti odebelili. S
primerjavo tudi ugotovimo, da so velikosti posplosenih Euler-
jevih stebrov vedno vecdje od velikosti standardnih Eulerjevih
uklonskih sil. Je pa vpliv robnih pogojev na velikosti uklonskih
sil homogenih elasti¢nih stebrov velik, saj je lahko tudi za
dvakrat vecji od velikosti uklonskih sil standardnih Eulerjevih
stebrov. Glede na povedano lahko povzamemo, da lahko z
izbiro robnih pogojev bistveno pove¢amo uklonsko nosilnost
homogenih elasti¢nih stebrov. Opazimo pa tudi, da je vpliv
osnih in striznih deformacij na velikosti uklonskih sil vseh
posplosenih Eulerjevin stebrov zelo majhen in ga za vitke
stebre lahko zanemarimo.

Velikosti uklonskih sil posplosenih Eulerjevih stebrov, ki smo
jih predstavili v preglednici 3, prikazujemo Se na sliki 3. Tu pri-
kazujemo odvisnost normaliziranih posplosenih Eulerjevih
uklonskih sil fi; = F / Fegmaks, Kj€r Femas Predstavlja najvecjo vred-
nost uklonske sile stebra S; (i=1,2...,6). TakSna grafi¢na predsta-
vitev rezultatov parametri¢ne Studije omogoca preglednejsi
vpogled na vpliv orientacije robnih pogojev na velikost uk-
lonske sile F..

C-P

L .

~0,699L*

Linin 40,509 161,961 331,122 (331,269)* 646,674
s 91,127 364,137 743,879 (744,209)* 1450,669
Ionin 40,515 162,059 331,532 648,236
M 91,158 364,633 745,946 1458,530

Preglednica 2. \velikosti uklonskih sil Eulerjevih stebrov. Eulerjeva uklonska sila je manjsa od obeh vrednosti, v preglednici

odebeljena vrednost
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Preglednica 3. Posplosene Eulerjeve uklonske sile F,. stebrov S; (i = 1,2,..,6) v odvisnosti od kota a (v odvisnosti od orientacije
robnih pogojev)

S

Slika 3. Spreminjanje normiranih velikosti posplosenih uklonskih sil fu=F. / Femas Stebrov S; (i = 1,2,..,6) v odvisnosti od kota a (v
odvisnosti od orientacije robnih pogojev)

=3
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5 SKLEP

V ¢lanku smo predstavili analiti¢ni postopek za dolocitev veli-
kosti uklonskih sil homogenih elasti¢nih stebrov. Novost pred-
stavljenega postopka je v tem, da omogoca dolocitev velikosti
uklonskih sil tudi za stebre, ki niso podprti v glavnih vztrajno-
stnih oseh prec¢nih prerezov. Simo-Reissnerjev model prostor-
skega nosilca je uporabljen kot matemati¢ni model stebra.
Zato nam predstavljeni postopek omogoca analizo vpliva tako
upogibnih kot osnih in striznin deformacij na velikosti uk-
lonskih sil. Postopek za dolocitev velikosti uklonskih sil stebrov
smo osnovali na dognanjih Kellerja. Ta je pokazal, da so kritic¢-
ne to¢ke nelinearnega sistema navadnih diferencialnih enacb
identi¢ne kriticnim tockam pripadajocega lineariziranega sis-
tema enacb. Tako s predstavljenim analiticnim postopkom
toc¢no dolo¢imo velikosti uklonskih sil homogenih elasti¢nih
stebrov. Uporabnost predstavljenega postopka smo predsta-
vili s parametri¢no studijo. S Studijo smo analizirali vpliv orien-
tacije robnih pogojev in vpliv striznih deformacij na velikosti
uklonskih sil stebrov. Ugotovili smo, da orientacija robnih po-
gojev bistveno vpliva na velikosti uklonskih sil stebrov. So pa
te vrednosti vedno vecje od velikosti uklonskih sil standardnih
Eulerjevih ravninskih stebrov. To lahko posledi¢no predstavlja
moznost za ucinkovitejse nacrtovanje in optimizacijo stebrov
pri prostorskih konstrukcijah, kot so ve¢etazne zgradbe in mo-
stovi. Dodatno pa smo ugotovili, da je vpliv striznih deformacij
na velikosti uklonskih sil zanemarljiv za vitke homogene ela-
sticne stebre.

Predstavljeni postopek je primeren predvsem za uklonsko
analizo stebrov z masivnimi oziroma polnimi pre¢nimi prerezi,
pri katerih je predpostavka o ravnih pre¢nih prerezih upravi-
C¢ena. Pri tankostenskih in odprtih prerezih, kot so na primer
tankostenski jekleni profili, lahko zaradi vitke izbocitve oziro-
ma distorzije pride do lokalnih deformacij prereza, ki jih Simo-
Reissnerjev model ne zajame. V taksnih primerih je zato treba
uporabiti naprednejse modele, ki upostevajo deformacijo oziro-
ma izbocitev precnega prereza.
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